ExpZrience no 5

ETUDE DU PENDULE

1. RAPPEL

Les lois fondamentales de la dynamique sont:

- la loi _ dinertie: un corps soumis ~ aucune force est en mouve-
ment rectiligne uniforme

- la loi daction = rZaction: tout corps agissant sur un autre
corps_ par une force est soumis de la part de celui-ci " une

force Zgale, opposZe en direction

- la loi  du mouvement: postulZe par Newton, elle s'exprime  ainsi

l'accZIZration produite par une force F agissant sur un
mobile de masse m, est inversement proportionnelle ~ la masse:

| 1! dr 1.
a=—F ou —=—F
m dtc m
d'oe I'on tire I'Zquation du mouvement:
1
d’r !
m—g =F
dt

Dans le cas dun solide rigide possZdant un point fixe, on dZfi-
nit:

A: point d'attache de la force

O: centre fixe

T

le moment d'une force extZrieure F par rapport au point 0, comme
M,=7!F
produit  vectoriel de la force F et du vecteur support (entre le

centre fixe et le point d'application de la force)

‘1\7[0‘ =Flrlsin", Mgyest ! auplancontenant ret F.
Ce moment de force M va engendrer (ou faire varier) une
rotation de ce corps, donc de son moment cinZtique B.




Le thZoreme du moment cinZtique:

dB, -
0 _M,

dt
montre que la _ variation du moment cinZtique est Zgale "~ la somme
des moments extZrieurs.
Rappel: Dans le cas simple dune masse ponctuelle tournant
autour d'un centre 0, le moment cinZtique vaut:

0
<
i)o = ;‘ ! m{/
m
T
Pour un solide rigide, en rotation autour dun axe z fixe ~ la
vitesse angulaire I, le moment cinZtique vaut:
z Bi :i:i l miVi
k\_\axe fixe M = | m,
Vi
B=Y b =D Fxmy
i i
comme v, =! " & on peut Zcrire: B= Y[ xm(®xF)]
i
Sous certaines conditions de symZtrie qui sont rZalisZes dans
cette expZrience, on trouve que:
B=B,=1,",

o !, =moment d'inertie par rapport ~ I'axe z.
Le moment cinZtigue B est donc parallsle I (ce qui na pas

lieu dans le cas gZnZral).



2. APPLICATION AU PENDULE

DZfinition: Un pendule est un corps solide pouvant tourner
autour d'un axe horizontal _ et qui oscille sous l'effet de la
gravitation autour d'une position d'Zquilibre stable.

2.1. Le pendule physique

A 5 F | I .
/ - /( G: centre de gravitZ

|' 3=f‘-_]' f/ ": moment d'inertie du solide par
\ - rapport ~ I'axe de rotation.

Le thZorme du moment cinZtique nous donne:

dB . . .
2 = Mg=> " =-M sin #

It ) o g

. M .
ou I+ '—gsm #=0 ()
Zquation  diffZrentielle du mouvement du pendule physique d'oe
I'on tire I'Zquation horaire du mouvement: #= #1)
La solution de I'Zquation (M est difficile si # peut etre
grand; dans ce <cas, la pZriode des oscillations varie  avec
I'amplitude. En revanche, si # est petit, sin # | #, et ['Zquation

() devient:

[T MTgf#=o (1)

Cette Zquation diffZrentielle est du type:

x+$2x =0 Zquation diffZrentielle de I'oscillateur harmonique.

2.2. Le pendule simple

C'est le cas idZal du
—= X pendule composZ d'un point
de masse m suspendu ~ un fil

sans poids_ de lon gueur /
(pendule mathZmatique).




Ici, on a : lg=mi? moment d'inertie
Mo =!mg/sin" moment de force

et I'’Zquation du mouvement devient:

—=M ou: —(0¢) =—mglsin
dt 0 dt( ) gesing
d'oe

A B

W+ [ Sing=0
Si # petit, sin #! #, alors:

!"+|§! =0 (lll) (oscillateur harmonique)

2.3. RZsolution des Zquations

Les Zquations Il et 1l sont du meme type; [lintZgration de ces
Zquations permet de trouver la solution gZnZrale pour #= #):

| I(t) = A"sin@t +$)

(on peut vZrifier en introduisant cette  solution dans les Zqua-
tions).
avec: | 2 :% pour le cas du pendule simple

> Mg/ :

® Sre pour le cas du pendule physique
A et % sont des constantes d'intZgration qui dZpendent des
conditions initiales. 5
Par exemple, si le pendule est [%chZ ~ vitesse nulle  avec un

angle de dZpart #o, ON obtient:

A= #yet %="/2 (sachant que #t=0)= #oet I (t=0)=0) soit:

| ¢ = ¢ cos(mt)

C'est une oscillation harmonique  sinusoedale dont la pZriode
vaut:
2! ! .
T=—=2!_|- dans le cas du pendule simple
g
2! # :
T=—=2I_|—— dans le cas du pendule physique
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Remarque: On appelle longueur  rZduite du pendule physique
longueur L du pendule simple ayant la meme pZriode, soit:

L. _9
Mgl g MY
s . L
et la pZriode vaut alors: T=2! a

2.4. Exemple de pendule physique

ConsidZrons le cas dOun pen-

Steiner
60 = GG +M£2

Il Ztant le moment dOinertie
par rapport ~ un axe passan
par le _ centre de gravitz

2
L=£+2R—:£+e
57

3. EXERCICES
1) DZterminer la pZriode du petit pendule en fonction de IQampli-

dule composZ dOune sphere K
de rayon R suspendue ~ un fil

de masse nZgligeable. Le
moment dOinertie Iy de la
sphere  par rapport ~ [Oaxe O

sOobtient par la regle de

t

(voir  IQintroduction du TP
gyroscope). Pour une sphere
g =2MR?/5  (dZmonstration
voir appendice). Dans ces
conditions:
L:(gl\/lRZH\Mz)i

5 M/

tude pour des amplitudes comprises entre 0 et 90j. Mesurer

trois fois la_ durZe de 20 oscillations pour la meme amplitude.
Soit T, la pZriode pour une petite amplitude; on a vu quOil

y

a un dZfaut dOisochronisme  si 1Oamplitude augmente. On peut

exprimer cette variation par une sZrie (voir appendice):

2 2
ro=f1+(3) L (13 2|

w142 I o» 2 |
1$ sin= + 18$ sint = +...

| = _ —
T()/Ty 1+#2% >t iinea% 5

Calculer et tracer la courbe T(!)/Ty, en fonction de # et compa-
rer avec la courbe dZterminZe par les mesures T(0)/T(5°) en

fonction de #.
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2) DZterminer la longueur rZduite  du grand pendule en mesurant la
longueur ¢ = OB + R et en ajoutant & apres avoir mesurZ R

avec le pied ~ coulisse. On fait varier /7 entre 70 cm et 1.20
m_et on mesure pour chaque longueur la pZriode T du pendule.
DZterminer au _chronometre la  durZe de 20 oscillations

complstes et rZpZter trois fois cette mesure. Tracer le

graphique T2:f(L) et en tirer g. Comparer la valeur trouvZe
la valeur g=980,65cms -2 valable pour Neuch%otel.

APPENDICE
A) Pour I'Ztude exacte de la pZriode en fonction de
I'amplitude (dZfaut d'isochronisme), on a avantage ~ partir
d'une relation Zquivalente ~ I'Zquation du mouvement qu'on
obtient par le thZoreme de I'Znergie:

Epot= = mv?2

Epot=mgh=mg /¢ (cos #-cos #p)

or:v= 14 d—q)
dt
d 2
donc: ( d—¢)2: '—g (cos #-cos #g)
On en tire:
|
2g Jcos | " cos !,
La pZriode T s'obtient en intZgrant de # = 0 © #,, ce qui corres-
pond ~ T/4 donc:
o d!
T=4 [— # 1
29 'Ij‘/cos! " cos!, @)
L'intZgrale se simplifie par la substitution:
sin ¢ =sin ¢—°sin & (2)
2 2
avec & comme nouvelle variable d'intZgration " prendre entre les
limites 0 et "/2. En appliquant la formule trigonomZtrique

connue

sin 29: 1! cos"”
2 2



On obtient d'abord:

1! cos " . . 1! cos" ) !
———  =sin 2¢—°sm 28 et — —— o =-gin 22
2 2 2 2

En soustrayant la premiere de la seconde relation:
COS#-C0S #o=2sin 2 %" (1-sin 28 =2sin 2 %" cos 2&

D'autre part, en diffZrenciant (2):

1 ! )
—co0s —d#=sin ¢—° cos &d&
2 2 2
et
0 I
2sin —=cos ¢ 2sin = cos"”
d# = ;dc?ﬁ 2 d&

T
‘,1 — sin? (] Jl # sin® = sin?"
2 2

Avec ces substitutions (1) devient:

n/ 2
T=4 , dsq)
1 —sin 2=2sin %2 ¢
2

L'intZgrale s'obtient sous forme d'une  sZrie de termes
successifs si I'on remarque que l'intZgrant

! ;
(1-sin 2'7°sin 2g) /2

est un bin™me_(1-x) Y2 o+ x<1. On peut donc appliquer le
dZveloppement gZnZralisZ du bin™me pour obtenir:
1.3 1.3. . .
(1-x) 12 =1+ s X2 + > 2 %3+ .00 X = sin 20 sin 2&
2 2 4 2.4.6 2
sZrie  uniformZment  convergente qui peut s'intZgrer terme

terme, ce qui donne:
[ 0, 1.3
T=4 J(l + —sm 2Login 28+ =——sin 4—°sm 28+ .)d &
2 2.4 2

 1.3.5...(2n !

L' intZgrale #s:.nzn ld! = ) (formule de Wallis)
i 2 2.4.6...2n
L'intZgrale terme " terme se fait donc aisZment et donne le
rZsultat fin:
! 1.2. ! 1.3, 2. 1
T(#H=2 " ‘/:(1+( —)25|n 20 +( —)25|n 4¢—°+...)avec:2 ' J::To
g 2 2 2.4 2 g

(sZrie du pendule)
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Cette formule montre bien que T dZpend de I'amplitude et permet
de calculer les dZviations de l'isochronisme. En prenant la
formule simple:

|

T=2"' |-

g
on commet une erreur ne dZpassant pas 1% pour #,<23j tandis qu'en
prenant les deux premiers termes de la sZrie lerreur se rZduit
" 0,1%.

B) Moment d'inertie d'une sphere

Le moment d'inertie "G par rapport ~ un axe passant par le centre
de gravitZ G est Zgal par dZfinition " # (2dm.
AL (_ reprZsente la distance de
4m \J\J]*'-;T[i.}'i] I'’ZIZment  de masse dm "~ l'axe
e considZrZ. Par raison de symZ-
o trie, 0G est le meme pour tout
I TN~ ! - axe passant par G, en particu-
! [ { Y lier pour les trois axes
' ' rectangulaires X, y et z. On
/ peut donc Zcrire
w - indiffZremment:

"= K2dm= Fx 2+y2)dm= Ry 2+z2)dm= Kz 2+x2)dm

donc 3"g=2 ¥x2+y2+z2) dm
mais "g= $x2+y2+z2)dm= $2dm
s'appelle le moment d'inertie polaire par rapport au point G. |l
s'ensuit que:
IIG:(2/3) llg
Or "4 s'obtient facilement en prenant pour dm la masse dune cou-

ronne sphZrique d'Zpaisseur dr, soit:

dm =4"r 2dr) () = densitZ supposZe constante)

ainsi o= g") [ rar = @15y )RS
0

puisque M=(4/3)" )RS

. . ) 2

cdevient 6= ¢ MR?2
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