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1. Introduction

Nous étudions le choc élastique entre deux disques glissant sans frottement sur un plan
horizontal. Cette étude est menée dans le cadre de la mécanique classique.

Connaissant la vitesse de chaque disque (en mouvement rectiligne uniforme) avant le choc,
nous cherchons leur vitesse apres le choc. Le référentiel choisi pour étudier ce probléeme, est
celui du laboratoire.

2. Parametre d’impact

Considérons dans un premier temps le cas particulier ou les vitesses initiales des deux disques
sont colinéaires :

v,

o\
DN

N\ ‘
\_/

Les vitesses finales dépendent de la distance d entre les supports des deux vecteurs vitesses
initiales. Cette distance est appelée parametre d’impact.

Dans le cas général ou les deux vitesses initiales ne sont pas colinéaires, quelle(s) grandeur(s)
déterminent le parametre d’impact ? La figure ci-dessous illustre cette situation :

L’énergie cinétique d’un corps solide (se déplacant dans un plan) est égale a la somme de
I’énergie cinétique de translation de son centre de masse et de 1’énergie cinétique de rotation
du corps autour d’un axe perpendiculaire au plan et passant par son centre de masse :
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L2 1.
E,=—mv +—Ilw
2 2

ou m est la masse du corps, v la vitesse de son centre de masse, / le moment d’inertie du corps
par rapport a un axe perpendiculaire au plan et passant par son centre de masse et w, la vitesse
angulaire du corps autour de ce méme axe. De plus, le centre de masse du corps se déplace
comme une particule ponctuelle de masse m sur laquelle s’exerce la résultante des forces
externes qui s’exercent sur le corps. Le mouvement du centre de masse est donc soumis a la
2°™ Joi de Newton :

F =ma
ou F, est la résultante des forces externes qui s’exercent sur le corps, m la masse du corps et
a, I’accélération du centre de masse du corps. On peut donc considérer le mouvement du
corps comme un mouvement de translation du centre de masse, combiné a un mouvement de
rotation du corps autour de I’axe sus-mentionné.

Par définition de 1’accélération et en vertu de la loi fondamentale de la dynamique, nous
pouvons écrire, pour le mouvement du centre (de masse) de chaque disque :

ol I
V=, + & =7, + [a(ndt=v,+— [ F(ndt
m

At At
v, : vitesse initiale
Av : variation de la vitesse
v . vitesse finale
At, . durée du choc
m : masse du disque

La relation analogue pour le mouvement de rotation des disques autour de leur centre de
masse est :

. R A 1 o -
a)=a)0+Aa)=a)0+fa(t)dt=a)0+l—fr(t)dt=w0+I—fr(t)/\F(t)dt

At CM At CM At
w, : vitesse angulaire initiale
Aw : variation de la vitesse angulaire
0 . vitesse angulaire finale
a : accélération angulaire
At, . durée du choc
1., : moment d’inertie du disque par rapport a une axe qui lui est
perpendiculaire et passant par son centre (de masse)
T(t) : moment de force total exercé sur le disque
F (t) : force (supposée unique) exercée sur le disque
r(t)  : vecteur position du point d’application de la force

exercée sur le disque
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Ces relations, valables pour chacun des disques, nous montrent que le vecteur vitesse (linéaire

et angulaire) finale dépend du vecteur force F (1) qu’ils subissent durant le choc. D’apres le
principe de I’action et de la réaction, les disques subissent pendant le choc des forces
opposées, dont le point d’application est au point de contact des deux disques, appelé point

1 1
d’impact. L'équation exprimant 1'énergie cinétique d'un corps solide (E,, =5mv2 +51w2 ),

suggere de décomposer le vecteur force subi par chaque disque selon deux directions, 1’une
étant parallele a la ligne joignant les centres des disques au moment du choc, appelée ligne
d’impact (et donc normale aux disques) et ’autre, lui étant perpendiculaire (et donc tangente
aux disques) comme 1’indique la figure ci-dessous :

‘\ 1—2

Avant le choc Au moment du choc

Les deux composantes du vecteur force contribuent a 1’accélération (linéaire) du centre de
masse pendant le choc alors que seule la composante perpendiculaire a la ligne d’impact,
contribue a 1’accélération (angulaire) du disque autour de 1’axe qui lui est perpendiculaire et
passant par son centre (de masse). Par conséquent, le vecteur vitesse (linéaire et angulaire)
finale de chaque disque dépend de [’orientation du vecteur vitesse (linéaire) initiale de son
centre de masse, par rapport a la ligne d’impact. Ces deux orientations (que 1’on appele
angles d’impact) sont donc les parametres d’impact. Sur la figure ci-dessous, nous voyons
que les points C,, C, (les centres des disques) et D (le point d’intersection des trajectoires
initiales) forment un triangle. Les angles d’impact sont déterminés par deux des trois angles
intérieurs de ce triangle, le troisi¢me étant déterminé par les deux autres.
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3. Choix du repere et du systeme de coordonnées

Les deux vitesses initiales des centres de masse déterminent un plan (celui sur lequel glissent
les disques) dans lequel nous plagons notre repere (2 deux dimensions). Vu la discussion qui
précede, nous prenons pour origine du repere le point d’impact et comme axes, la ligne
d’impact et la droite qui lui est perpendiculaire, comme indiqué sur la figure ci-dessous :

Nous choisissons un systeme de coordonnées polaires. Les vitesses initiales seront donc
déterminées par leur norme v et leur orientation € par rapport a I’un des axes du repere (celui
perpendiculaire a la ligne d’impact), comme indiqué sur la figure ci-dessous :
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N J N J N J
Y Y Y

Avant le choc Au moment du choc Apres le choc

Remarquons que dans ce repere, les orientations 6, et 8, des vecteurs vitesses initiales, sont
les deux angles (ou parametres) d’impact. En se donnant les vitesses initiales (en particulier
leur orientation) dans ce repere, on se donne également les parametres d'impact. C’est la que
réside tout l'intérét de ce repere particulier, puisque la connaissance des paramétres
d’impact est indispensable a la détermination des vitesses finales des deux disques. Les
angles a,, o, et les vecteurs 7, et 7,, seront utiles par la suite.

4. Calculs

Nous limitons notre étude au cas ou les disques ne sont pas en rotation autour de leur centre
de masse, ils ne sont animés que d’un mouvement de translation. Notre probléme consiste a
trouver les vitesses (linéaires des centres de masse) des disques apres le choc. Le mouvement
ayant lieu dans un plan, cela revient donc a trouver les normes et orientations des vitesses
finales de chaque disque a savoir les quatre inconnues v’;, 6’,, v’, et 8’,. Nous avons a
disposition trois principes de conservation ; le principe de conservation de la quantité de
mouvement, le principe de conservation de I’énergie mécanique (le choc étant supposé
élastique, 1’énergie cinétique est conservée) et le principe de conservation du moment
cinétique. Le premier principe s’exprime par deux équations (une équation par composante, la
quantité de mouvement étant un vecteur du plan), le deuxiéme principe fournit une équation
(I’énergie est une grandeur scalaire) et le troisieme principe en fournit une ; en effet la
constance du vecteur moment cinétique total, concerne en particulier son orientation, laquelle

Pascal Rebetez Choc élastique en 2 dimensions



est toujours normale au plan dans lequel a lieu le mouvement. Le vecteur moment cinétique
n’a donc de composante que dans cette direction. Notre travail consiste a résoudre un systéme
de quatre équations (exprimant les trois principes de conservation) a quatre inconnues (v’,,
0’,, v, et 8, les composantes des vitesses finales). Ecrivons ces quatre équations (ot r, et r,
désignent les rayons des disques et les lettres primées concernent les grandeurs apres le choc).

4.1 Les équations exprimant les principes de conservation
4.1.1 Principe de conservation du moment cinétique
L=L’
L=L
L+L=0,+0,

m,r,V,Sinoy + myr, Vo8I, = myr,v,’sino,’ + myr, v,’sina,’

ol ¢; est I’angle entre le vecteur vitesse v, et le vecteur position 7 du centre de masse du i
disque au début du choc et ’; est I’angle entre le vecteur vitesse v, et le vecteur position 7.

du centre de masse du i*™ disque 2 la fin du choc (c.f. fig. ci-dessus). Chaque vecteur position
est le méme au début et a la fin du choc (7, = 7). La figure ci-dessus nous permet de déduire

les relations entre les angles «;, o’ et les angles 6, 6,°, ces derniers représentant 1’orientation
des vitesses (avant et apres le choc) :

T T T

o,==—-0, oa,=—--0, a'=—-0, a,'=—-0,
2 2

La substitution de ces relations dans I’équation précédente donne :

NE N , . (7 , , (T ,
m,r,v,sin 3—91 + m,r, v,Sin 3—92 = m,r,v,’sin 3—01 + m,r, v,’sin 3—02

Les relations trigonométriques permettent de simplifier I’équation précédente :

! ! ! !
m,ry,cos0, + m,nv,cost, =m,ry,cos 0, + m,r,v,cost, (1)
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4.1.2 Principe de conservation de la quantité de mouvement

PP

PX PX,

Pl (P
P, =P

! !
p]x+p2x =p1x +p2x
! !
MV, + MV, =y, + v,

! ! ! !
m,v,cos0, + m,v,cosO, = my,cosf + m,v,cos0, 2)

P =P

y
! !
p]y+p2y =p]y +p2y

! !
MY, + MV, =MV + iy
. . I . ! ! . !
m,v,sin6, + m,v, sin@, =m,v,sinf, + m,v,sin6, 3)

4.1.3 Principe de conservation de 1’énergie mécanique (conservation de I’énergie cinétique)

!
Ecin = cin
! !
Ecinl + Ecin2 = Ecin] + EcinZ
1 1 1 1
—my; +=m,v, =—my; +=m,v;
2 2 2 2
2 2 2 2 4
my, + m,v, =m,v, + m,v, @

4.2 Solution du systeme d’équations
Les équations trouvées ci-dessus, constituent un systeme de quatre équations :

! ! ! !
m,1v, cost, + m,r,v,cos6, = mrv,cosO, + m,r,v,cost,

! ! ! !
my,cosb, + myv, cosf, = my,cosb, + m,v, cos0,

5)
. . I ! [ !
my,sin6, + m,v, sinf, = my, sin6, + m,v, sinb,
2 2 12 12
my, + m,yy; =my;” + m,v,
Les substitutions suivantes permettent de simplifier la forme de ce systéme :
A =mv,cosb, + m,r,v,cosb,
B =mpy,cos6, + myv,cos0,
(6)

C =my,sin6, + m,v, sin0,

2 2
D=mpy; +m,v;
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On obtient ainsi :

A =mrv, cosb + m,r,v,cos0,

B =my,cosb + m,v,cos0,

: . (7
C = my,sin6 + m,v, sinf,
D=my? +myy
De plus, les changements de variables suivants simplifient la résolution ce systéme :
B=v'cosb,
d=v,cos0,
P (8)
a=v,sinb,
y =v,sin6,
puisque I'on obtient ainsi :
A=mrnp+m,nd
B=m/f+m,0
)

C=ma+m,y

D= ml(oc2 + ﬁz) + mz(y2 + 62)

qui est un systeme d’équations du deuxieme degré, dont les quatre inconnues sont maintenant
a, B, det y.

A I’aide des deux premiéres équations du systéme (9), on trouve les inconnues et o :

m hL=h
=V, cos0,
(10)
5 L A-1B
m, (r2 - ’3)
=v,cos0,
ou les coefficients A et B ont été explicités a I'aide des relations (6).
De la troisieme équation du systeme (9), on exprime y en fonction de « :
C-m,a
y=—" (11)
m,

On insére maintenant ces expressions de f3, 0 et y dans la quatrieme équation du systéme (9),
en explicitant les coefficients C et D (c.f. (6)). On obtient ainsi :
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m m m
1 2 ] . . i 2 .2 . .
mj(] +—)a —ZmI(—v, sin@, + v, sind, |a+ —L(m, —m,)v;sin’6, + 2m,v v,sin O, sind, =0

m, m, m,
(12)
qui est une équation du deuxiéme degré en «, de la forme
aa’ +ba+c=0
dont les deux solutions sont
o -bx+b* - 4ac
2a
Le discriminant est ici égal a
. . 2
(2m1(v1 sinf, — v, sin0, ))
qui est toujours positif ou nul.
Les deux solutions de 1’équation (12) sont :
-b+b*-4ac
a, =
2a
=V, sin6,
(13)
o - —-b-b* -4ac
B 2a
m-m, . 2m, .
=———=v,8in6, + ———v,sinb,
m, + m, m, + m,
A ces deux solutions pour « correspondent deux solutions pour ¥ :
C-ma,
o
nm,
=v,sin0,
(14)
_C-ma_
_ m,
2m

. my-m, .
=—1 v ssinf, + —=—21v, sinb,
m, + m, m, + m,

Par conséquent, le systeme (9) a deux solutions : le quadruplet «,, B, é et y, d’une part et le
quadruplet a_, B, d et y_d’autre part. On peut maintenant exprimer la solution v’,, 6’,,v’,, ’,,
du systeme initial (5), a laide des relations (8) entre ces huit variables.
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Dans (8), on voit que :

a
tanf = —
ce qui pour ¢, donne :
tan 6, = tan 6,
d’ou :
61/ =6,
et pour o :
m,—m 2m, v, sin0
tanf = ——=tan6, + e
m, +m, m, +m, v, cost,
De méme,
tan @, = Y
0

ce qui pour y, donne :
tan@, = tan6,

N

d’ou:

et pour y_:

and’ — 2m, v, sin6, LM
2

-m
Ltan6,

m,+m, v, cos, m +m,

Dans (8), on voit également que :
vlr2 — aZ + /32

ce qui pour ¢, donne :

N

d’ou:

et pour o :

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

Pascal Rebetez Choc élastique en 2 dimensions

10



m,—-m . 2m . 2
v?=|——2v sinf, + ——2—v,sin6, | +(v,cosb),) (20)
m, +m, m;+m,
De méme,
12 2 2
v, =y +0
ce qui pour y, donne :
2 2
vy =V,
d’ou :
v, =V, (21)
et pour y_:
2 2
m,—m . m . 2
vf =|—2 Ly,sinf, + ———v, sin6, | + (Vz cos 92) (22)
m, + m, m, + m,

Les équations (15), (17), (19) et (21) expriment des vitesses finales égales aux vitesses
initiales, ce qui correspond a la situation triviale ou aucun choc n’a eu lieu entre les disques.
En revanche, les équations (16), (18), (20) et (22) correspondent a la situation ou les disques
se sont entrechoqués. Nous récapitulons ci-dessous ces quatre équations qui expriment la
solution du systeme (5), ¢’est-a-dire la solution (avec choc) de notre probléeme :

2m, v, sinb,

m,—m
tanf = ———=tan6, +

m, +m, m, + m, v, cos0,
2 2
2 m, —m . m . 2
v? =| ——2v,sin6, + ———v,sinb, | +(v,cosb),)
m, + m, m, + m,

2m, v, sin6,

m,—m
tanf, = ———'tan6, +

m, +m, m, +m, v, cos0,
2 2
m,—m . m . 2
vy =|—=2—"1v,sin0, + ——L—v sinf, | +(v,cos0,)
m, + m, m, + m,

ou encore :
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0, = arctan(

m,

-m
——2tan6, +

m +m,

m, + m, v, cos0,

2m, v, sin@z)

2
m,—m . 2m . 2
v =,|| /—=2vsinf + —2—v,sin6, | +(v,cos6))
m, +m, m, + m,
(23)
m,—m 2m; v, sinf
0, = arctan| ———Ltan6, + L1 !
m, +m, m, +m, v, cost,

2
ivl sin 0,) +(v,cos 82)2

my,—-m, .
vy =.|| ——=Lv,sin6, +
m, +m, m, +m,

5. Discussion de la solution

Nous pouvons faire les remarques suivantes concernant la solution (23) :

a) Ces deux paires d’équations sont symétriques sous permutation des indices 1 et 2, ce qui
physiquement signifie que rien dans le mouvement de ces disques ne permet de les

distinguer.

b) Cette solution est indépendante des rayons 7 et r, des disques. Le choix de notre repere
explique cette indépendance (c.f. paragraphe 3).
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6. Etude de cas particuliers

Nous étudions dans cette derniere partie quelques cas particuliers intéressants de la solution
générale (23).

a) m, =m, (les disques ont la méme masse)

Pour les orientations, on obtient :

, Vv, sinb,
tanf = —=——+
v, cosf,

, Vv, sin@,
tan@, = ————
v, cosb,

Par conséquent :
tan 6, tan 0, = tan 6, tanb,
Avant et apres le choc, les produits des tangentes des orientations des vitesses sont égaux.

Pour les normes, on obtient :

v =(v, sint92)2 +(v, 00581)2

vi2 = (v5in8)) + (v, cos6,)’

Par conséquent :

Vvl =vi+v]
Avant et apres le choc, les sommes des carrés des normes des vitesses sont égales.
b) m, >>m, (I’un des disques a une masse négligeable par rapport a celle de I’autre)
Pour I’orientation de la vitesse du disque le plus lourd, on obtient :

tanf ~tan6, = 6 = 6,

L’orientation de la vitesse du disque le plus lourd ne change pas au cours du choc.
Pour la norme de la vitesse du disque le plus lourd, on obtient :

V=i =y =y,

La norme de la vitesse du disque le plus lourd ne change pas au cours du choc.
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Pour I’ orientation de la vitesse du disque le plus léger, on obtient :

v, sin@
tan6, ~-tan6, + 2———-
v, cosb,

Pour la norme de la vitesse du disque le plus 1éger, on obtient :

vi2 = (-v,sin@, + 2v,sinb,)’ + (v, cos6,)’

c) v, =0 (I'un des disque est immobile avant le choc)

Pour I’orientation de la vitesse du disque incident, on obtient :

m, —m
tanf = ——=tan6,
m, +m,

Pour la norme de la vitesse du disque incident, on obtient :

2
2 m,—m . 2
v? =| ——=2v,sinf, | +(v,cosb))
m, +m,

Pour I’orientation de la vitesse du disque initialement immobile, on obtient :

fan6;| == = Jo;]= 7

Apres le choc, le vecteur vitesse du disque initialement immobile a la méme direction que la
ligne d’impact.
Pour la norme de la vitesse du disque initialement immobile, on obtient :

2m .
v, =——71—v sin6,
m, +m,

Considérons encore un cas particulier de cette situation, celui ot les deux disques ont la méme
masse (m, =m,). La premiere équation de cette partie ¢) devient dans ce cas :

tan@ =0, V6, #i%
Dol :
6/ =0

Apres le choc, le vecteur vitesse du disque incident est perpendiculaire a la ligne d’impact. 11
est donc aussi perpendiculaire au vecteur vitesse de I’autre disque.
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En résumé, lorsque deux disque de méme masse s’entrechoquent alors que l'un d’eux est
initialement immobile, les trajectoires des disques apres le choc, sont perpendiculaires. Celle
du disque initialement immobile est paralléle a la ligne d’impact, alors que celle du disque
incident lui est perpendiculaire.

d) Choc frontal (les directions des vecteurs vitesse initiale sont confondues avec la ligne

d’impact, cela signifie que 6, = i% et 0, = i%)

Considérons le cas particulier ou les vecteurs vitesse initiale sont dans le méme sens

T . . . , .
(6,=0,== 5). Pour les orientations des vitesses finales, on obtient :

fan6j = fan6:| == = 9] =0 - ©

Apres le choc, les directions des vecteurs vitesse restent confondues avec la ligne d’impact.

Pour les normes des vitesses finales, on obtient :

m —m 2m
v =—1 2y, + v,
m, + m, m, + m,
2m m,—m
v, = Ly, +—2—1y,
m, + m, m, + m,

On retrouve ici la solution du choc élastique en une dimension.

7. Conclusion

Nous voyons dans ce travail, que la résolution du probléme initial, simple en apparence
puisqu’il ne fait intervenir que deux corps (le nombre minimal pour qu’existe une interaction),
qu’il se limite au plan (on pourrait considérer le méme probléme dans un espace a trois
dimensions) et au mouvement de translation des centres de masse (on pourrait prendre en
compte le mouvement de rotation des disques autour de leur centre de masse), nécessite
I’emploi des trois lois de conservation (énergie, quantité de mouvement et moment cinétique)
qui constituent les fondement de la mécanique classique. En effet, comme le rappellent G.
Cohen-Tannoudji et M. Spiro dans leur ouvrage La matiere-espace-temps, « On peut en effet
démontrer mathématiquement que toutes les lois de la dynamique classique sont équivalentes
a cet ensemble de lois de conservation. ».

« Qu’importe la facon, pourvu qu’on ait I’hardiesse,
Qu’emporte la raison vers de nouvelles ivresses. »
PR
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